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К ВОПРОСУ ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИХ РАЗЛОЖЕНИЯХ  
РАЦИОНАЛЬНЫХ МНЕМОФУНКЦИЙ 
Рассмотрена задача аппроксимации обобщенных функций новыми обобщенными функция-
ми (мнемофункциями, порожденными рациональными функциями), которые образуют подал-
гебру в алгебре новых обобщенных функций, и асимптотические разложения которых имеют 
специальный вид. Построены асимптотические разложения некоторых классов рациональных 
мнемофункций, в частности, ассоциированных с обобщенными функциями δ и P(1 / x), а также 
исследовано их поведение на бесконечности. Ввиду того, что произведение обобщенных функ-
ций не может быть корректно определено в пространстве обобщенных функций, для 2δ и ( )21x
построены асимптотические разложения, главным членом которых является δ-функция с беско-
нечно большим коэффициентом. В работе показано, что равенство, представленное в моногра-
фии [1], имеет место только для аппроксимаций определенного вида. 
Ключевые слова: аппроксимация, мнемофункция, рациональная мнемофункция, асимпто-
тическое разложение. 
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ON THE ASYMPTOTIC EXPANSIONS OF RATIONAL MNEMOFUNCTIONS 
The problem of generalized functions approximation by new generalized functions (mnemofunc-
tions generated by rational functions) is considered in the article. They form a subalgebra in the algebra 
of new generalized functions and their asymptotic expansions have a special type. The approximations 
of distributions δ and P(1 / x) by mnemofunctions generated by rational functions are considered.  
Asymptotic expansions were built for such mnemofunctions and their behavior was investigated.  
Asymptotic expansions for 2δ and ( )21x which are not defined as generalized functions, were obtained. 
The major term of these expansions is δ-function with infinitely large coefficient. It was shown that the 
equality given in the monograph [1] holds only for approximations of special type. 
Key words: approximation, mnemofunction, rational mnemofunction, asymptotic expansion. 
Введение. В связи с невозможностью вве-
дения ассоциативного всюду определенного 
произведения обобщенных функций стала раз-
виваться теория новых обобщенных функций. 
В рамках данной теории рассматриваются но-
вые объекты, которые обладают основными 
свойствами обобщенных функций, но в то же 
время допускают корректно определенную 
операцию умножения, т. е. образуют алгебру. 
Практически все эти конструкции основаны на 
некоторой аппроксимации обобщенных функ-
ций семейством гладких функций fε(x), завися-щих от малого параметра ε. Поскольку по сво-
ему построению новые обобщенные функции 
сохраняют информацию о способе их получе-
ния из гладких, то для таких объектов начали 
использовать название мнемофункции (от сло-
ва «mnemo» – память) [2]. 
Связь мнемофункций с классическими обоб-
щенными функциями устанавливается с помо-
щью понятия ассоциированности. Будем гово-
рить, что обобщенная функция ( )u D′∈ R  ассо-
циирована с мнемофункцией fε(x) и что f есть регуляризация функции u, если  
0
lim ( ) ( ) ,f x x dx uε
ε→
ϕ = ϕ  
для любой функции ( ).Dϕ∈ R  Будем обозна-
чать ( .)f uε   С позиции ассоциированности понятие 
произведения обобщенных функций возникает 
достаточно естественно. Произведением функ-
ций , ( ),u v D′∈ R  ассоциированных с мнемо-
функциями ( )fε  и ( )gε соответственно, будем считать обобщенную функцию w, ассоцииро-
ванную с произведением мнемофункций 
( ).f gε ε  Однако для семейства ( )f gε ε  может не существовать ассоциированной обобщенной 
функции, что частично преодолевается за счет 
того, что для мнемофункций часто существуют 
асимптотические разложения в пространстве 
( )D′ R  вида 
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С точки зрения асимптотических разложений 
произведением обычных обобщенных функций 
можно считать асимптотическое разложение 
произведения ассоциированных мнемофункций. 
Особый интерес вызывают мнемофункции, 
порожденные рациональными функциями, т. е. 
мнемофункции вида ( )( )
/
( ) ,
/
P x
f x
Q xε
ε
=
ε
 которые 
будем в дальнейшем называть рациональными. 
Такие мнемофункции образуют подалгебру в 
алгебре обобщенных функций, и их асимптоти-
ческие разложения имеют специальный вид. 
Поэтому в данной работе рассматриваются ра-
циональные мнемофункции и их асимптотиче-
ские разложения. 
Основная часть. Академиками А. Н. Тихо-
новым и А. А. Самарским была получена общая 
формула нахождения асимптотических разло-
жений интегралов, зависящих от параметра, ос-
нованная на методе последовательных разложе-
ний [3]. С точки зрения теории мнемофункций 
эта формула дает асимптотическое разложение 
мнемофункций вида ( ) ( / ),f x f xε = ε  так назы-ваемых самоподобных мнемофункций. С по-
мощью этой формулы были построены асим-
птотические разложения ряда рациональных 
мненофункций. Рассмотрим некоторые из них. 
Пусть ( )2
1( ) .
1
f x
x
=
π +
 Тогда семейство 
функций 2 2
1 1( ) xf x f
xε
ε 
= = ε ε π ε +   задает ап-
проксимацию δ-функции. И асимптотическое 
разложение имеет вид 
( )
(2 )
2
2 22 2
0
1( 1) .
(2 )!
k
k k
k
k
P
kxx
∞
+
=
 ε ε δ 
− ε +  
π  π ε +    
Существует много других аппроксимаций 
δ-функции. Асимптотические разложения та-
ких семейств имеют главный член, равный δ, и 
отличаются младшими членами. Например, 
функция 1 42( ) .(1 )f x x= π +  Ее асимптотическое 
разложение: 
3 (4 ) 2 (4 2)
4
4 4
0
2 ( 1)
(4 )! (4 2)!( )
k k
k k
k k kx
+∞
=
ε δ ε δ
− ε + +
+π ε +   
3
4 4
1 .kP x +
 
+ ε     
Функцию 1 / x  аппроксимирует семейство 
функций, порожденное 2( ) 1
xg x
x
=
+
. Тогда ее 
асимптотический ряд: 
2 (2 1)
2 2 2 1
0
1( 1)k k kk
k
x P
x x
∞
+
+
=
 ε  
− ε + επδ  
ε +    . 
Следует отметить, что асимптотические раз-
ложения рациональных мнемофункций имеют 
специальный вид: коэффициентами таких раз-
ложений могут быть только δ-функция и ее 
производные или степенные функции. 
В монографии П. Антосика, Я. Микусин-
ского и Р. Сикорского «Теория обобщенных 
функций: секвенциальный подход» [1] для 
квадратов функций δ и ( )1/P x приведено сле-
дующее равенство: 
2
2
2 2 2 2
1 1 1 1 .
x x
 δ − = − 
π π   
Поскольку выражения 2δ  и 
21
x
     как 
обобщенные функции не определены, левая 
часть формулы, очевидно, не имеет смысла.  
В то время, когда правая часть равенства опре-
делена в пространстве обобщенных функций. 
Формальное доказательство этого выражения 
дано в [1]. Рассмотрим это равенство с позиции 
мнемофункций. В качестве аппроксимаций δ и 
( )1/P x  возьмем рациональные функции 
( )2
1( )
1
f x
x
=
π +
 и 2( ) 1
xg x
x
=
+
 соответствен-
но. Асимптотические разложения мнемофунк-
ций, порожденных данными, были приведены 
ранее. Найдем асимптотические разложения, 
соответствующие квадратам мнемофункций. 
Для наглядности выпишем только несколько 
первых членов разложений: 
( )
(2)
2 1 1
2 2 2!
xf fε
  δ ε δ 
= + +  ε ε ε ε ⋅ π π     
2 3 (4)
2 4
1 3 ...;
2 4!
P
x
ε ε δ 
+ − + 
ππ    
( )2 21 1 12
xg g P
xε
  πδ   
= + −    ε ε ε ε       
(2)
2
4
3 12 ...
2 2!
P
x
πε δ  
− − ε +    
Подставив эти разложения в равенство, ви-
дим, что главный член разности будет сле-
дующим: 
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( ) ( )2 22 2 21 1 1 .f g P xε ε
 
− ≈ −  
π π    
Что и требовалось показать. 
Однако если в качестве аппроксимации  
δ-функции взять функцию 1 42( ) (1 )f x x= π + , то 
первые члены асимптотического разложения, 
соответствующего квадрату мнемофунции: 
(2)
2
1
1 1 3
2!2 2 2 2
xf  ε δ  δ + +  ε ε ε πε π     
3 (4)
...
4!2 2
ε δ
+ +
π
 
И если ( )1/P x  будем аппроксимировать 
функцией ( )g x , то 
( ) ( )2 21 2 2 21 3 2 2 1 1 ...2 2f g P xε ε
− δ  
− ≈ − + 
πεπ π   , 
т. е. δ-функция с бесконечно большим коэффи-
циентом. Отсюда следует, что с точки зрения 
теории мнемофункции выполнимость данного 
равенства зависит от способа аппроксимации. 
Для того, чтобы это равенство выполнялось, сле-
дует аппроксимировать δ и ( )1/P x  рациональ-
ными функциями,  удовлетворяющими  равен- 
ству: 2 22
1( ) ( ) .f x dx g x dx=
π   
Заключение. В ходе работы были получены 
асимптотические разложения некоторых рацио-
нальных мнемофункций. Коэффициентами та-
ких разложений могут быть только функция δ и 
ее производные, а также степенные функции. 
Рассмотрены некоторые аппроксимации обоб-
щенных функций δ и ( )1/P x  и построены их 
асимптотические разложения, а также построе-
ны разложения мнемофункций, соответствую-
щих квадратам функций δ и ( )1/ .P x  Главным 
членом таких разложений является δ-функция с 
бесконечно большим коэффициентом. 
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